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树上操作

热身题

热身题

给定 n 个点的树，q 次询问，每次给定 x, k ，询问点 x 的 k 级祖
先。n, q ≤ 107
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热身题

热身题

给定 n 个点的树，q 次询问，每次给定 x, k ，询问 x 的 k 级祖
先。n, q ≤ 107

离线询问。
考虑 dfs 时用一个栈维护当前点到根的序列，走到一个点放入栈
中，离开时弹出，k 级祖先就是栈尾前的第 k 个点。



树上操作

热身题

热身题

给定以 1 为根的树, 每一秒随机选一个点并删去它与它子树，求
整棵树都被删去的期望时间,n ≤ 1e7
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热身题

热身题

给定以 1 为根的树, 每一秒随机选一个点并删去它与它子树，求
整棵树都被删去的期望时间,n ≤ 1e7

和树上操作倒没啥关系.
考虑每个点对答案的贡献，如果祖先被选到了，那么自己就没用
了。
如果自己被选到，那么对答案有 1 的贡献，那么概率就是它到根
的所有点里选到它的概率，即 1/dep，求和即可。



树上操作

热身题

热身题

给一个图，每个点有流量流入流出差的要求 xi，要求给每个边构
造流量 yi，使得满足整个图的所有点的流量要求,n,m ≤ 106。

https://codeforces.com/problemset/problem/990/F
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热身题

热身题

给一个图，每个点有流量流入流出差的要求 xi，要求给每个边构
造流量 yi，使得满足整个图的所有点的流量要求,n,m ≤ 106。

考虑只要生成树的边，其他边全部赋为 0，发现每个边的流量只
和子树 x 之和相关，于是直接 dfs 一颗生成树即可。

https://codeforces.com/problemset/problem/990/F
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热身题

热身题

求次小生成树（严格/不严格）,n ≤ 105

考虑已经有一个最小生成树了，这时候应该怎么找次小 考虑模
仿 kruscal 从小到大枚举边的过程。
枚举每一条非树边，然后在树上找这个环上边权最大的断开，这
样就知道换一条边的代价，选择严格/不严格的最小代价即可。
通过树剖/倍增维护路径最大值。

https://www.luogu.com.cn/problem/P4180
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最小生成树

最小生成树
kruscal: 每次加一个最小的边，正确性？
prim: 已联通的集合到外面的最小边。



树上操作

最小生成树

BZOJ2238 MST
给定一个图，每次求删去一条边后的 MST，n ≤ 105



树上操作

最小生成树

BZOJ2238 MST
给定一个图，每次求删去一条边后的 MST，n ≤ 105

考虑首先删去非 mst 的边显然不影响答案，考虑删去一个 mst
里的边怎么找到新的答案。
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最小生成树

BZOJ2238 MST
给定一个图，每次求删去一条边后的 MST，n ≤ 105

考虑首先删去非 mst 的边显然不影响答案，考虑删去一个 mst
里的边怎么找到新的答案。

那么一定新加一条非树边，且是与删掉的这个边在一个环里的非
树边。

类似前面次小生成树，考虑一个非树边对答案的影响，那么就是
对于这个非树边与树连成的环，环上所有边删掉都可能被这个非
树边替代，于是每个非树边就是对这些边有个取 min 的贡献，通
过树剖维护即可。



树上操作

最小生成树

codeforces gym102623D
给一个图，有 m 条边，其中连接 u, v 的边的代价为 fibu + fibv，
求 mst,n,m ≤ 105。

https://codeforces.com/gym/102623/problem/D
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最小生成树

codeforces gym102623D
给一个图，有 m 条边，其中连接 u, v 的边的代价为 fibu + fibv，
求 mst,n,m ≤ 105。

因为不能直接存边权做最小生成树，考虑 fib 的性质

https://codeforces.com/gym/102623/problem/D


树上操作

最小生成树

codeforces gym102623D
给一个图，有 m 条边，其中连接 u, v 的边的代价为 fibu + fibv，
求 mst,n,m ≤ 105。

因为不能直接存边权做最小生成树，考虑 fib 的性质

可以将边用 (max(u, v),min(u, v)) 二元组作为边权，仍然能直接
比较。

https://codeforces.com/gym/102623/problem/D
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最小生成树

牛客多校 2024Round6D
给一个联通图，边有” 轮” 边和” 切” 边两种，要求删去一些边，
使得图仍然联通，并且” 轮” 边至少在一个环中，” 切” 边不在任
何环之中，n,m ≤ 105。
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最小生成树

牛客多校 2024Round6D
给一个联通图，边有” 轮” 边和” 切” 边两种，要求删去一些边，
使得图仍然联通，并且每个” 轮” 边都要至少在一个环中，” 切”
边不在任何环之中，输出任意方案即可。n,m ≤ 105。

考虑因为所有轮边必须在环之中，所以先对所有轮边做边双，那
么在边双的轮边一定都不需要删去，不在的都必须删去。
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最小生成树

牛客多校 2024Round6D
给一个联通图，边有” 轮” 边和” 切” 边两种，要求删去一些边，
使得图仍然联通，并且每个” 轮” 边都要至少在一个环中，” 切”
边不在任何环之中，输出任意方案即可。n,m ≤ 105。

考虑因为所有轮边必须在环之中，所以先对所有轮边做边双，那
么在边双的轮边一定都不需要删去，不在的都必须删去。
那么就只剩下切边了，直接拿出来做剩下的生成树即可。
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LCA

O(1)Lca
欧拉序，Rmq
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树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。
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树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和
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树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和

2、单点加，子树求和



树上操作

树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和

2、单点加，子树求和

3、子树加，子树求和



树上操作

树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和

2、单点加，子树求和

3、子树加，子树求和

4、链加，单点求和
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树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和

2、单点加，子树求和

3、子树加，子树求和

4、链加，单点求和

5、链加，子树加，单点求和
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树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和

2、单点加，子树求和

3、子树加，子树求和

4、链加，单点求和

5、链加，子树加，单点求和

6、链加链求和
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树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。

1、子树加，单点求和

2、单点加，子树求和

3、子树加，子树求和

4、链加，单点求和

5、链加，子树加，单点求和

6、链加链求和

7、链加，链求和，子树加，子树求和。



树上操作

树上信息维护

树上信息维护
利用树剖/dfs 序等方式维护树上信息，线段树/树状数组。
1、子树加，单点求和
2、单点加，子树求和

3、子树加，子树求和

4、链加，单点求和

5、链加，子树加，单点求和

6、链加链求和

7、链加，链求和，子树加，子树求和。

8、换根？



树上操作

树上信息维护-hard

洛谷 P4211
给一棵树，q 次询问，每次询问 l, r, z，求

∑r
i=l dep(LCA(i, z))，

n, q ≤ 105



树上操作

树上信息维护-hard

洛谷 P4211
给一棵树，q 次询问，每次询问 l, r, z，求

∑r
i=l dep(LCA(i, z))，

n, q ≤ 105

先离线差分询问，变成询问前缀。

怎么处理 Lca？



树上操作

树上信息维护-hard

洛谷 P4211
给一棵树，q 次询问，每次询问 l, r, z，求

∑r
i=l dep(LCA(i, z))，

n, q ≤ 105

先离线差分询问，变成询问前缀。

怎么处理 Lca？

考虑将 [1, r] 所有点到根全部加 1，和 z 的 Lca 深度和就是 z 到
根的路径权值和。
离线询问从左往右做即可。



树上操作

树上信息维护-hard

洛谷 P4211
给一棵树，q 次询问，每次询问 l, r, z，求

∑r
i=l dep(LCA(i, z))，

n, q ≤ 105

先离线差分询问，变成询问前缀。

怎么处理 Lca？

考虑将 [1, r] 所有点到根全部加 1，和 z 的 Lca 深度和就是 z 到
根的路径权值和。
离线询问从左往右做即可。



树上操作

树上信息维护-hard

洛谷 P5305
给一棵树和一个数 k，q 次询问，每次询问 r, z，求∑r

i=1 dep(LCA(i, z))k，n, k, q ≤ 105
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树上信息维护-hard

洛谷 P5305
给一棵树和一个数 k，q 次询问，每次询问 r, z，求∑r

i=1 dep(LCA(i, z))k，n, k, q ≤ 105

发现和上一道题基本没啥区别，只需要把处理一下 k 次方
于是对权值差分一下改成 depk

i − (depi − 1)k 就行了。



树上操作

树上信息维护-hard

路径的交
给一棵 n 个点的树和 m 条路径，对第 i 条路径求前 i − 1 条有
多少路径与它相交（点相交）,n,m ≤ 105，
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树上信息维护-hard

路径的交
给一棵 n 个点的树和 m 条路径，对第 i 条路径求前 i − 1 条有
多少路径与它相交（点相交）,n,m ≤ 105，

考虑怎么刻画相交的情况，点，边？路径？
考虑 Lca
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树上信息维护-hard

路径的交
给一棵 n 个点的树和 m 条路径，对第 i 条路径求前 i − 1 条有
多少路径与它相交（点相交）,n,m ≤ 105，

考虑怎么刻画相交的情况，点，边？路径？
考虑 Lca

首先是前面路径的 lca 在自己路径上的情况，那么之前路径 lca
处 +1 修改，自己树剖，链查询？



树上操作

树上信息维护-hard

路径的交
给一棵 n 个点的树和 m 条路径，对第 i 条路径求前 i − 1 条有
多少路径与它相交（点相交）,n,m ≤ 105，

考虑怎么刻画相交的情况，点，边？路径？
考虑 Lca

首先是前面路径的 lca 在自己路径上的情况，那么之前路径 lca
处 +1 修改，自己树剖，链查询？
换成 Lca 子树加，然后查询差分，就是区间加单点查询。
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树上信息维护-hard

路径的交
给一棵 n 个点的树和 m 条路径，对第 i 条路径求前 i − 1 条有
多少路径与它相交（点相交）,n,m ≤ 105，

考虑怎么刻画相交的情况，点，边？路径？
考虑 Lca

首先是前面路径的 lca 在自己路径上的情况，那么之前路径 lca
处 +1 修改，自己树剖，链查询？
换成 Lca 子树加，然后查询差分，就是区间加单点查询。

再考虑 Lca 不在路径上，也就是穿出去的情况。
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树上信息维护-hard

路径的交
给一棵 n 个点的树和 m 条路径，对第 i 条路径求前 i − 1 条有
多少路径与它相交（点相交）,n,m ≤ 105，

考虑怎么刻画相交的情况，点，边？路径？
考虑 Lca

首先是前面路径的 lca 在自己路径上的情况，那么之前路径 lca
处 +1 修改，自己树剖，链查询？
换成 Lca 子树加，然后查询差分，就是区间加单点查询。

再考虑 Lca 不在路径上，也就是穿出去的情况。

仍然差分，u,v 处 +1，lca-2，答案就是这个路径 Lca 的子树和

为什么？



树上操作

树的重心

重心
定义：所有子树大小不超过 ⌊n

2 ⌋ 的点，一棵树可能会有一个或者
两个重心。



树上操作

树的重心

重心
定义：所有子树大小不超过 ⌊n

2 ⌋ 的点，一棵树可能会有一个或者
两个重心。

重心的移动
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树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105
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树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105

考虑求一个点对于哪些边有贡献。

分成三个部分考虑：

到根的链上的，到根链上点的其他子树的，子树内的
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树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105

考虑求一个点对于哪些边有贡献。

分成三个部分考虑：

对于到根的链上的：
记所有儿子里最大的 siz 为 c，一条边断开后子树内的 siz 为 s，
到根链上的需要满足 2(s − siz) ≤ s, 2c ≤ s，即 2c ≤ s ≤ 2siz
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树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105

考虑求一个点对于哪些边有贡献。

对于到根的链上的：
记所有儿子里最大的 siz 为 c，一条边断开后子树内的 siz 为 s，
到根链上的需要满足 2(s − siz) ≤ s, 2c ≤ s，即 2c ≤ s ≤ 2siz

到根链上点的其他子树的
2(n − s − siz) ≤ n − s, 2c ≤ n − s，即 n − 2siz ≤ s ≤ n − 2c
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树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105

考虑求一个点对于哪些边有贡献。

对于到根的链上的：
记所有儿子里最大的 siz 为 c，一条边断开后子树内的 siz 为 s，
到根链上的需要满足 2(s − siz) ≤ s, 2c ≤ s，即 2c ≤ s ≤ 2siz

到根链上点的其他子树的
2(n − s − siz) ≤ n − s, 2c ≤ n − s，即 n − 2siz ≤ s ≤ n − 2c

这两种情况都可以边 dfs 边维护。
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树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105 且一定为奇数。

考虑求一个点对于哪些边有贡献。

自己点的子树内的边怎么处理？
一个简单的方法：选择重心作为根，这时候除了重心其他的点，
对子树内的边一定没有贡献，因为 n 为奇数所以只有一个重心。



树上操作

树的重心

CSP-S2019 树的重心
给定一颗 n 个点的树，求单独删去每一条边之后，得到的两棵树
的所有重心编号之和的和。n ≤ 105 且一定为奇数。

考虑求一个点对于哪些边有贡献。

自己点的子树内的边怎么处理？
一个简单的方法：选择重心作为根，这时候除了重心其他的点，
对子树内的边一定没有贡献，因为 n 为奇数所以只有一个重心。

只需要考虑重心的影响就行，直接枚举每条边计算即可。



树上操作

树的重心

点分治
选择重心分治，求经过重心的情况，然后递归儿子。



树上操作

笛卡尔树

gym104279B
n 层高的塔，每层有一个敌人，力量 ai，经验值 bi。如果玩家在
y 层，那么可以移动到 y − 1 和 y + 1 层。
每次移动到没去过的层的时候，都会与这层的敌人战斗，假设玩
家当前力量为 x，如果 x ≥ ai，那么战胜敌人，力量变为 x + bi，
否则输掉游戏。
现在有 q 次询问，每次 x, v，表示玩家初始出生在 x，力量为 v
（最初还必须与该楼层的敌人作战），问这次玩家输掉之前能获得
的最大力量,n, q ≤ 106。

https://codeforces.com/gym/104279/problem/B


树上操作

笛卡尔树

gym104279B
n 层高的塔，每层有一个敌人，力量 ai，经验值 bi。如果玩家在
y 层，那么可以移动到 y − 1 和 y + 1 层。
每次移动到没去过的层的时候，都会与这层的敌人战斗，假设玩
家当前力量为 x，如果 x ≥ ai，那么战胜敌人，力量变为 x + bi，
否则输掉游戏。
现在有 q 次询问，每次 x, v，表示玩家初始出生在 x，力量为 v
（最初还必须与该楼层的敌人作战），问这次玩家输掉之前能获得
的最大力量,n, q ≤ 106。

考虑移动的过程，比如我们往上移动，通过了某个 ak，那么再往
上就只用考虑所有 aj > ak 的 j。
考虑按照最大值分治建树，即建立一个笛卡尔树，那么我们移动
的过程显然就变成了在树上不断往上走，每走到一个点，这个点
的所有子树就一定都可以访问。

https://codeforces.com/gym/104279/problem/B
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考虑移动的过程，比如我们往上移动，通过了某个 ak，那么再往
上就只用考虑所有 aj > ak 的 j。
考虑按照最大值分治建树，即建立一个笛卡尔树，那么我们移动
的过程显然就变成了在树上不断往上走，每走到一个点，这个点
的所有子树就一定都可以访问。

设 Sbx =
∑

y∈subtree(x) by，那么当前在 x ，能走到 x 的父亲的条
件就是 afax − sbx ≤ v，其中 v 是初始的强度。
所以建立笛卡尔树后，对于每次询问，只需要通过树上倍增或者
树链剖分等方法维护，找到第一个大于 v 的边，那么边的儿子的
Sb + v 就是答案

https://codeforces.com/gym/104279/problem/B
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有一个 n 个点的二叉树，每个点带数字，并且保证这个树满足最
小堆性质（父亲数字不大于儿子的数字），给定这个树的中序遍
历，求有多少种二叉树满足这个中序遍历，对 109 + 7 取模，
n ≤ 106。
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中序遍历：中左右。
显然根据堆性质，最小值一定是这个二叉树最上面的一部分。

并且这时候这些最小值之间剩下的每一段在树上的位置是确定
的，所以我们只需要再考虑每一段内部形成树的方案数。
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有一个 n 个点的二叉树，每个点带数字，并且保证这个树满足最
小堆性质（父亲数字不大于儿子的数字），给定这个树的中序遍
历，求有多少种二叉树满足这个中序遍历，对 109 + 7 取模，
n ≤ 106。

中序遍历：中左右。
显然根据堆性质，最小值一定是这个二叉树最上面的一部分。

并且这时候这些最小值之间剩下的每一段在树上的位置是确定
的，所以我们只需要再考虑每一段内部形成树的方案数。

考虑这同一个值形成二叉树的方案数，那就是卡特兰数，乘起来
就行。
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